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极大似然法的直观想法

为介绍极大似然法的想法,我们可以考虑如下的例子:

离散分布
设 X 是从 {0, 1, 2}中根据 Pθ 取值的单一观测值,其中 θ = θ0 或

θ1,Pθj ({i})的值由下表给出:
x = 0 x = 1 x = 2

θ = θ0 0.8 0.1 0.1
θ = θ1 0.2 0.3 0.5

如果观测到 X = 0,那么它来自 Pθ0 是非常合理的,因为 Pθ0({0})比
Pθ1({0})大得多. 所以我们用 θ0 估计 θ. 另一方面,如果 X = 1或 2 ,那么
它来自 Pθ1 是比较合理的,尽管这种情况下概率之间的差别不像 X = 0
的情况下那么大.这就建议了下面这个 θ的估计:

T(X) =

θ0, X = 0

θ1, X , 0
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极大似然法的直观想法

上面的想法可以很容易地推广到 Pθ 是离散分布的情况, θ ∈ Θ ⊂ Rk .
如果观测到 X = x, θ1 比 θ2 更合理当且仅当 Pθ1({x}) > Pθ2({x}).
我们就用 θ ∈ Θ上使得 Pθ({x})最大的 θ̂来估计 θ(如果这样的 θ̂存在).
用“合理”这个词而不是用“可能”是因为 θ是看作非随机的, Pθ 并不
是指 θ的分布,而是关于 θ的分布.
若 Pθ1({x}) > Pθ2({x}),在用 {θ1, . . . , θm}上离散均匀分布作先验的 Bayes
方法下, Pθ({x})与后验概率成比例,那我们可以说 θ1 比 θ2 更可能.

Pθ1({x}) ∝ P({x}, θ = θ1), Pθ2({x}) ∝ P({x}, θ = θ2)
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MLE

极大似然估计
设 X ∈X 是来自关于σ有限测度 ν的 p.d.f. fθ 的一个样本,其中
θ ∈ Θ ⊂ Rk .

1 对于每个 x ∈X , fθ(x)作为 θ的函数称为似然函数,并记作 L(θ).
2 设 Θ̄是 Θ的闭包. 当 X = x 固定时,满足 L(θ̂) = max

θ∈Θ̄
L(θ)的 θ̂ ∈ Θ̄

称为 θ的极大似然估计值 (MLE).如果 θ̂是 X 的一个 Borel函数 a.e.
ν,那么 θ̂称为 θ的极大似然估计量 (MLE).

3 设 g是从 Θ到 Rp 的 Borel函数, p ⩽ k . 如果 θ̂是 θ的一个 MLE,那
么 ϑ̂ = g(θ̂)定义为 ϑ = g(θ)的一个 MLE.
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关于上述定义的注记

为理解上述的定义,我们省略过多繁琐的证明,只为理解定义的内容:

为什么需要 σ有限?

定义 (σ有限)

若存在一列 {Ai}∞i=1 ⊂ Ω,且满足
ν(Ai) < ∞⋃

Ai = Ω

则称 (Ω,F )上的测度 ν是 σ有限的.

概率测度是 σ有限测度;

Lebesgue测度是 σ有限测度;
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Radon-Nikodym定理

RN
设 ν和 λ是 (Ω,F )上的两个测度, ν是 σ有限的. 如果 λ ≪ ν(λ关于 ν绝
对连续),即

ν(A) = 0能推出λ(A) = 0.

则存在 Ω上的一个非负 Borel函数 f ,使得

λ(A) =

∫
A

fdν, A ∈ F

此外, f 是唯一的 a.e. ν,即,如果对于任意 A ∈ F 有 λ(A) =

∫
A

gdν,那么

f = g a.e. ν.

上面的 f 被称为 RN导数,或者 λ关于 ν的密度.

对于 f ⩾ 0,如果
∫

fdν = 1 a.e. ν,上述 λ是一个概率测度, f 称为关于 ν

的概率密度函数 (p.d.f.).
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MLE

极大似然估计
设 X ∈X 是来自关于σ有限测度 ν的 p.d.f. fθ 的一个样本,其中
θ ∈ Θ ⊂ Rk .

1 对于每个 x ∈X , fθ(x)作为 θ的函数称为似然函数,并记作 L(θ).
2 设 Θ̄是 Θ的闭包. 当 X = x 固定时,满足 L(θ̂) = max

θ∈Θ̄
L(θ)的 θ̂ ∈ Θ̄

称为 θ的极大似然估计值 (MLE).如果 θ̂是 X 的一个 Borel函数 a.e.
ν,那么 θ̂称为 θ的极大似然估计量 (MLE).

3 设 g是从 Θ到 Rp 的 Borel函数, p ⩽ k . 如果 θ̂是 θ的一个 MLE,那
么 ϑ̂ = g(θ̂)定义为 ϑ = g(θ)的一个 MLE.

学业辅导中心 数理统计 week 6 7 / 30



为什么取闭包
注意到, MLE的定义是利用 Θ̄而不是 Θ. 这是因为当 Θ是开集时, L(θ)
的最大值可能不存在.
事实上,这样的例子非常丰富,

Bernoulli分布
设 X1, . . . ,Xn 是 i.i.d. 的 0 − 1随机变量, P (X1 = 1) = p ∈ Θ = (0, 1). 当
观测到 (X1, . . . ,Xn) = (x1, . . . , xn)时,似然函数是

L(p) =
n∏

i=1

pxi (1 − p)1−xi = pnx̄(1 − p)n(1−x̄),

其中 x̄ = n−1
n∑

i=1

xi . 注意到 Θ̄ = [0, 1],Θ◦ = Θ. 似然方程变成

nx̄
p
− n(1 − x̄)

1 − p
= 0.
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为什么取闭包

Bernoulli分布
如果 0 < x̄ < 1,那么这个方程有唯一解 x̄. log L(p)的二阶导数是

−nx̄
p2
− n(1 − x̄)

(1 − p)2
,

它总是负的. 当 p 趋于 0或 1(Θ的边界)时, L(p)→ 0. 因此, x̄ 是 p 唯一
的 MLE.

根据上面的结论,当 x̄ = 0时, L(p) = (1 − p)n 是 p 的严格递减函数,因
此它唯一的最大值点是 0 . 类似地,当 x̄ = 1时, MLE是 1 . 与之前的结
论相结合,我们可知 p 的 MLE是 x̄.
但是,当 x̄ = 0或 1时, L(p)的最大值在 Θ = (0, 1)上不存在,尽管
sup

p∈(0,1)
L(p) = 1; MLE在 Θ外取值,因此,不是一个合理的估计. 然而,如

果 p ∈ (0, 1),当 n → ∞时, x̄ = 0或 1的概率很快趋于 0 .
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MLE

极大似然估计
设 X ∈X 是来自关于σ有限测度 ν的 p.d.f. fθ 的一个样本,其中
θ ∈ Θ ⊂ Rk .

1 对于每个 x ∈X , fθ(x)作为 θ的函数称为似然函数,并记作 L(θ).
2 设 Θ̄是 Θ的闭包. 当 X = x 固定时,满足 L(θ̂) = max

θ∈Θ̄
L(θ)的 θ̂ ∈ Θ̄

称为 θ的极大似然估计值 (MLE).如果 θ̂是 X 的一个 Borel函数 a.e.
ν,那么 θ̂称为 θ的极大似然估计量 (MLE).

3 设 g是从 Θ到 Rp 的 Borel函数, p ⩽ k . 如果 θ̂是 θ的一个 MLE,那
么 ϑ̂ = g(θ̂)定义为 ϑ = g(θ)的一个 MLE.
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不变性性质

Invariance Property

设 {fθ : θ ∈ Θ}是关于 σ有限测度的一族 p.d.f.,其中 Θ ⊂ Rk ; h 是 Θ到
Λ ⊂ Rp 的一个 Borel函数, 1 ⩽ p ⩽ k ;设 L̃(λ) = sup

θ:h(θ)=λ
L(θ)是变换过的

参数 λ的似然函数. 证明,如果 θ̂ ∈ Θ是 θ的 MLE,那么 λ̂ = h(θ̂)使 L̃(λ)
达到最大.

证明.

L̃(λ) = sup
θ:h(θ)=λ

L(θ) ≤ sup
θ∈Θ

L(θ) = L(θ̂) ≤ L̃(λ̂)

对上述式子左边的 λ取值 λ̂,于是 λ̂ = h(θ̂)是 λ的极大似然估计. □
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MLE的具体求法
如果参数空间 Θ包含有限多个点,那么 Θ̄ = Θ且 MLE总是可以通过比
较有限多个值 L(θ), θ ∈ Θ,而得到. 如果 L(θ)在 Θ的内点集 Θ◦ 上可微,
那么 MLE可能的 θ ∈ Θ◦ 值必需满足

∂L(θ)
∂θ

= 0,

这称为似然方程. 注意到,满足 (4.50)的 θ可能是局部或全局最小、局部
或全局最大或者就是简单的稳定点. 另外,极值可能出现在 Θ的边界或
者当 ∥θ∥ → ∞时. 此外,如果 L(θ)不总是可微的,那么极值可能出现在
L(θ)的不可微或不连续点上. 因此,分析整个似然函数来找到其最大值是
很重要的.
因为 log x 是严格递增的,且不失一般性可以假定 L(θ)总是正的,故 θ̂是
MLE当且仅当它使得对数似然函数 log L(θ)达到最大值. 通常,处理
log L(θ)以及与 (4.50)类似的下式 (称为对数似然方程或简称似然方程)
更方便:

∂ log L(θ)
∂θ

= 0
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均匀分布长度的 MLE

例
设 X1, . . . ,Xn i.i.d. 服从区间 Iθ 上的均匀分布, θ未知. 考虑 Iθ = (0, θ)和
θ > 0的情况.

似然函数是 L(θ) = θ−nI(x(n),∞)(θ),它并不总是可微的. 在这个情况下,

Θ◦ =
(
0, x(n)

)
∪

(
x(n),∞

)
. 但是,在

(
0, x(n)

)
上, L ≡ 0;在

(
x(n),∞

)
上,

L ′(θ) = −nθn−1 < 0对于所有的 θ成立. 因此,似然方程的办法在这个问
题不适用. 因为 L(θ)在

(
x(n),∞

)
上严格递减,且在

(
0, x(n)

)
上为 0 ,所以

L(θ)的唯一最大值点是 x(n),是 L(θ)的不连续点. 这说明 θ的 MLE是最
大次序统计量 X(n).
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均匀分布中点的 MLE

例
设 X1, . . . ,Xn i.i.d. 服从区间 Iθ 上的均匀分布, θ未知. 考虑

Iθ =
(
θ − 1

2
, θ +

1
2

)
的情况, θ ∈ R.

似然函数是 L(θ) = I(x(n)− 1
2 ,x(1)+

1
2)
(θ). 同样,似然方程的方法不适用. 然而,

从定义可知,任意满足 x(n) −
1
2
⩽ T(x) ⩽ x(1) +

1
2
的统计量 T(X)是 θ的

MLE.这个例子说明 MLE可能不是唯一的,也可能是不合理的.
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例题

练习
令 X = (X1, · · · ,Xn)来源于密度 fθ 的简单随机样本,求下面 fθ 中 θ的极
大似然估计.

1 fθ(x) = θ(1 − x)θ−1I(0,1)(x), θ > 1.

2 fθ(x) = θx(1 − θ)1−x I{0,1}(x), θ ∈
[
1
2
,
3
4

]
.

3 fθ(x) =
1

√
2πσx

e−(log x−µ)2/(2σ2)I(0,∞)(x), θ =
(
µ, σ2

)
∈ R × (0,∞).

4 fθ(x) =
(
θ

x

)
px(1 − p)θ−x I{0,1,...,θ}(x), θ = 1, 2, . . .,这里 p 是已知的.
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第一题

似然函数,

L(θ) = θn
n∏

i=1

(1 − Xi)
θ−1 I(0,1) (Xi)

以及

∂ log L(θ)
∂θ

=
n
θ
+

n∑
i=1

log (1 − Xi) ,
∂2 log L(θ)
∂θ2

= − n
θ2
< 0

因此似然方程
∂ log L(θ)
∂θ

= 0

有唯一解 θ̂ = −n/
n∑

i=1

log (1 − Xi)

当 θ̂ > 1时, θ̂最大化似然函数,当 θ̂ ≤ 1时, L(θ)在 (0, 1)上单调减. 综上
MLE是 max{1, θ̂}.

学业辅导中心 数理统计 week 6 16 / 30



第二题

似然函数,

L(θ) = θ
∑n

i=1 Xi (1 − θ)n−∑n
i=1 Xi I(0,1) (X1, · · · ,Xn)

以及
∂ log L(θ)
∂θ

=
nX̄
θ
− n − nX̄

1 − θ
类似前面的讨论,

θ̂ =



1
2

if X̄ ∈
[
0,

1
2

)
X̄ if X̄ ∈

[
1
2
,
3
4

)
3
4

if X̄ ∈
(
3
4
, 1

]
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第三题

适当做变换,令 Yi = logXi ,于是

L(θ) =
1

(
√

2πσ)n
exp

− 1
2σ2

n∑
i=1

(Yi − µ)2 −
n∑

i=1

Yi


求解似然方程得到 µ的极大似然估计,

Ȳ = n−1
n∑

i=1

Yi

σ2 的极大似然估计 (要带入 µ = Ȳ ),

n−1
n∑

i=1

(
Yi − Ȳ

)2

学业辅导中心 数理统计 week 6 18 / 30



第四题
似然函数是

L(θ) =
n∏

i=1

(
θ

Xi

)
pT (1 − p)nθ−T I{X(n),X(n)+1,...

}(θ).

其中 T =
n∑

i=1

Xi ,现在对上述的离散的似然函数考察

L(θ + 1)
L(θ)

= (1 − p)n
n∏

i=1

θ + 1
θ + 1 − Xi

由于 (θ + 1)/ (θ + 1 − Xi)关于 θ是递减的,于是
L(θ + 1)

L(θ)
关于 θ是递减

的,再根据
lim
θ→∞

L(θ + 1)/L(θ) = (1 − p)n < 1

因此, MLE是

max
{
θ : θ ≥ X(n), L(θ + 1)/L(θ) ≥ 1, θ ∈ N

}
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MLE的数值计算

在应用中,多数情形下 MLE没有解析形式,不得不用一些数值方法来计
算 MLE.普遍运用的数值方法是 Newton-Raphson迭代法,就是重复计算

θ̂(t+1) = θ̂(t) −
[
∂2 log L(θ)
∂θ∂θ⊤

∣∣∣∣∣∣
θ=θ̂(t)

]−1
∂ log L(θ)
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣
θ=θ̂(t)

,

t = 0, 1, . . .,其中 θ̂(0) 是初始值, ∂2 log L(θ)/∂θ∂θτ 对于每个 θ ∈ Θ假定满
秩. 在每次迭代中,如果我们用其期望值 E

[
∂2 log L(θ)/∂θ∂θ⊤

]
代替上式

中的 ∂2 log L(θ)/∂θ∂θ⊤,其中期望是关于 Pθ 的,那么这个方法就是
Fisher-scoring (得分)法. 如果迭代收玫,那么 θ̂(∞) 或 t 充分大时的 θ̂(t) 是
似然方程解的数值近似.
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比较两个迭代法

考察正态分布

log L(θ) = − 1
2σ2

n∑
(xi − µ)2 − n

2
logσ2 − n

2
log(2π).

梯度
1
σ2

n∑
i=1

(xi − µ) = 0 和
1
σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2 − n
σ2

= 0.

Hessian

∂2 log L(θ)
∂θ∂θ⊤

= −


n
σ2

1
σ4

n∑
i=1

(xi − µ)

1
σ4

n∑
i=1

(xi − µ)
1
σ6

n∑
i=1

(xi − µ)2 − n
2σ4
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比较两个迭代法
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EM算法: 背景

EM算法最初用于缺失数据模型参数估计，现在已经用在许多优化问题
中。设模型中包含 Xobs 和 Xmis 两个随机成分，有联合密度函数或概率
函数 f (xobs, xmis | θ) , θ为末知参数。称 f (xobs, xmis | θ)为完全数据的密
度，一般具有简单的形式。实际上我们只有 Xobs 的观测数据
Xobs = xobsXmis 不能观测得到，这一部分可能是缺失观测数据，也可能
是潜在影响因素。所以实际的似然函数为

L(θ) = f (xobs | θ) =
∫

f (xobs, xmis | θ) dxmis ,

这个似然函数通常比完全数据的似然函数复杂得多，所以很难直接从
L(θ)求最大似然估计。
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EM算法

EM算法的想法是，已经有了参数的近似估计值 θ(t) 后，假设
(Xobs,Xmis)近似服从完全密度 f

(
xobs, xmis | θ(t)

)
,这里 Xobs = xobs 已知，

所以认为 Xmis 近似服从由 f
(
xobs, xmis | θ(t)

)
导出的条件分布

f
(
xmis | xobs , θ

(t)
)
=

f
(
xobs , xmis | θ(t)

)
f
(
xobs | θ(t)

) ,

其中 f
(
xobs | θ(t)

)
是由 f

(
xobs, xmis | θ(t)

)
决定的边缘密度。据此近似条件

分布，在完全数据对数似然函数 log f (Xobs,Xmis | θ)中，把 Xobs = xobs
看成已知，关于未知部分 Xmis 按密度 f

(
xmis | xobs, θ

(t)
)
求期望，得到 θ

的函数 Qt(θ)，再求 Qt(θ)的最大值点作为下一个 θ(t+1) 。
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EM算法

EM 算法每次迭代有如下的 E 步 (期望步)和 M步 (最大化步)：
E步: 计算完全数据对数似然函数的期望 (Q函数)
Qt(θ) = E

{
log f (xobs,Xmis | θ)

}
,其中期望针对随机变量 Xmis ，求期

望时假定 Xmis 服从条件密度 f
(
xmis | xobs, θ

(t)
)
决定的分布。

M步: 求 Qt(θ)的最大值点，记为 θ(t+1) ，迭代进入下一步。

EM算法的有效性
EM 算法得到的估计序列 θ(t) 使得似然函数值 L

(
θ(t)

)
单调不减。
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EM算法的注记

在适当正则性条件下，EM算法的迭代序列 θ(t) 依概率收敛到 L(θ)的最
大值点 θ̂。但是，上述定理仅保证 EM算法最终能收敛，但不能保证
EM算法会收敛到似然函数的全局最大值点，算法也可能收敛到局部极
大值点或者鞍点。
在实际问题中，往往 E 步和 M 步都比较简单，有时 E 步和 M 步都有解
析表达式，这时 EM 算法实现很简单。EM算法优点是计算稳定，可以
保持原有的参数约束，缺点是收敛可能很慢，尤其是接近最大值点时可
能收敛更慢。如果似然函数不是凸函数，算法可能收敛不到全局最大值
点，遇到这样的问题可以多取不同初值比较，用矩估计等合适的近似值
作为初值。
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混合分布

EM算法可以用来估计混合分布的参数。设随机变量
Y1 ∼ N (µ1, δ1) ,Y2 ∼ N (µ2, δ2), Y1,Y2 独立。记 N(µ, δ)的密度为
f(x | µ, δ)。设随机变量W ∼ b(1, λ), 0 < λ < 1,W 与 Y1,Y2 独立，令

X = (1 −W)Y1 + WY2,

则W = 0条件下 X ∼ N (µ1, δ1) ,W = 1条件下 X ∼ N (µ2, δ2),但 X 的边
缘密度为

f(x | θ) = (1 − λ)f (x | µ1, δ1) + λf (x | µ2, δ2) ,

其中 θ = (µ1, δ1, µ2, δ2, λ)。
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混合分布
设 X 有样本 X = (X1, . . . ,Xn),样本值为 x ，实际观测数据的似然函数为

L(θ) =
n∏

i=1

f (xi | θ)

这个函数是光滑函数但是形状很复杂，直接求极值很容易停留在局部极
值点。用 EM算法，以W = (W1, . . . ,Wn)为没有观测到的部分,完全数
据的似然函数和对数似然函数为

L̃(θ | x,W) =
∏

Wi=0

f (xi | µ1, δ1)
∏

Wi=1

f (xi | µ2, δ2) λ
∑n

i=1 Wi (1 − λ)n−∑n
i=1 Wi ,

l̃(θ | x,W) =
n∑

i=1

[(1 −Wi) log f (xi | µ1, δ1) + Wi log f (xi | µ2, δ2)]

+

 n∑
i=1

Wi

 log λ+ n − n∑
i=1

Wi

 log(1 − λ).
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混合分布:E step

在 E步，设已有 θ的近似值 θ(t) =
(
µ
(t)
1 , δ

(t)
1 , µ

(t)
2 , δ

(t)
2 , λ

(t)
)
,以 θ(t) 为分布

参数，在 X = x 条件下，Wi 的条件分布为

γ
(t)
i ≜ P

(
Wi = 1 | x, θ(t)

)
= P

(
Wi = 1 | Xi = xi , θ

(t)
)

=
λ(t)f

(
xi | µ(t)2 , δ

(t)
2

)
(
1 − λ(t)

)
f
(
xi | µ(t)1 , δ

(t)
1

)
+ λ(t)f

(
xi | µ(t)2 , δ

(t)
2

) .
这里的推导类似于逆概率公式。利用Wi 的条件分布求完全数据对数似
然的期望，得

Qt(θ) =
n∑

i=1

[(
1 − γ(t)i

)
log f (xi | µ1, δ1) + γ

(t)
i log f (xi | µ2, δ2)

]
+

 n∑
i=1

γ
(t)
i

 log λ+ n − n∑
i=1

γ
(t)
i

 log(1 − λ)
学业辅导中心 数理统计 week 6 29 / 30



混合分布: M step

令 ∇Qt(θ) = 0,求得 Qt(θ)的最大值点 θ(t+1) 为

µ
(t+1)
1 =

∑n
i=1

(
1 − γ(t)i

)
xi∑n

i=1

(
1 − γ(t)i

)
δ
(t+1)
1 =

∑n
i=1

(
1 − γ(t)i

) (
xi − µ(t+1)

1

)2

∑n
i=1

(
1 − γ(t)i

)
µ
(t+1)
2 =

∑n
i=1 γ

(t)
i xi∑n

i=1 γ
(t)
i

δ
(t+1)
2 =

∑n
i=1 γ

(t)
i

(
xi − µ(t+1)

2

)2

∑n
i=1 γ

(t)
i

λ(t+1) =
1
n

n∑
i=1

γ
(t)
i
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